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TRAVAUX DE N. HIGSON ET G. KASPAROV
SUR LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES

par Pierre JULG

Soit X un complexe simplicial fini, connexe et asphérique (m;(X) = 0 pour ¢ > 2)
et G = m(X) son groupe fondamental. Soit K.(X) la K-homologie de X. On a un
homomorphisme d’assemblage

ur : Ku(X) = K.(C2G)

ot K,(C*G) est la K-théorie topologique de la C*-algébre réduite de G. Cette
derniere est par définition I’adhérence en norme de 1’algébre engendrée par les opéra-
teurs de translation & gauche dans I’espace de Hilbert £2G.

Plus généralement, pour un groupe dénombrable G arbitraire, on considere le
groupe de K-homologie équivariante du classifiant £G des actions propres de G, et
’homomorphisme d’assemblage

pr: KZ(EG) = K.(C7G).

P. Baum et A. Connes ont proposé la conjecture suivante (cf. [BC0,1,2], [BCH]).

Conjecture.,— L’homomorphisme p, est un isomorphisme.

On peut définir la K-homologie comme la théorie homologique généralisée as-
sociée au spectre de la K-théorie topologique [FRR]. Mais pour attaquer la con-
jecture de Baum-Connes, on a besoin d’une construction analytique d'éléments de
la K-homologie. M. Atiyah [At] a montré comment les opérateurs elliptiques four-
nissent des éléments de K-homologie, et G. Kasparov [K1] en a tiré une définition de
la K-homologie d’un espace compact en termes de modules de Fredholm. C’est cette
réalisation de K,(X) que nous utiliserons car elle est adaptée au point de vue de la
théorie des C*-algébres.

L’injectivité de ., est maintenant démontrée pour de trés vastes classes de grou-
pes. Ces résultats sont & rapprocher de ceux relatifs aux applications d’assemblage a
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valeurs dans la K-théorie algébrique ou la L-théorie de I'anneau ZG [FRR]. L’injecti-
vité rationelle de p, implique la conjecture de Novikov sur I'invariance par homotopie
des hautes signatures, et la conjecture de Gromov-Lawson-Rosenberg sur 1'obstruction
a ’existence de métriques riemanniennes & courbure scalaire positive ou nulle.

La surjectivité de u, est d’une nature différente. Elle implique par exemple,
lorsque G est sans torsion, la conjecture de Kaplansky-Kadison selon laquelle C;G
n'admet aucun idempotent autre que 0 et 1. Le probléeme de la surjectivité de u,
fait en outre apparaitre une difficulté spécifique au cadre des C*-algtbres. Si on
remplace la C*-algébre CG par la C*-algébre C*G obtenue en considérant toutes les
représentations unitaires de G, I'application d’assemblage u : K¢(£G) — K.(C*G)
n’est en général pas surjective. Cela se produit par exemple pour les groupes SL(n,Z)
dés que n > 3. Cette difficulté est liée au fait que ces groupes ont la propriété de
Kazhdan ou propriété (T). On ne sait actuellement démontrer la surjectivité de u,
pour aucun groupe infini dénombrable ayant la propriété (T).

Nous nous intéresserons dans cet exposé a4 des groupes G ayant la propriété
suivante :

G admet une action métriquement propre par isométries affines sur un espace de
Hilbert.

U. Haagerup a montré en 1978 [Ha] que les groupes libres satisfont cette propriété,
que nous appelerons propriété de Haagerup. Un groupe dénombrable qui la satisfait
n’admet aucun sous-groupe infini ayant la propriété (T'). Elle est vérifiée par un
certain nombre de groupes intéressants : groupes moyennables ; groupes agissant
proprement sur des arbres, des produits d’arbres ou des complexes cubiques CAT(0);
groupes de Coxeter; sous-groupes discrets des groupes de Lie SOy(n,1) ou SU(n,1);
groupe SLo(K) ot K est un corps global...

En 1996, N. Higson et G. Kasparov ont démontré le théoréme suivant [HK] :

THEOREME.— Si G a la propriété de Haagerup, alors G satisfait la conjecture de
Baum-Connes.

Nous en donnerons au paragraphe 3.6 un énoncé plus complet, et aux chapitres
4 et 5 une esquisse de démonstration.

Au cours de la préparation de cet exposé, Thomas Delzant et Alain Valette
m'ont constamment aidé, conseillé et encouragé. Qu'ils en soient grandement re-
merciés. Ma gratitude va également & toutes celles et tous ceux qui m’ont apporté
leurs éclaircissements ou leurs critiques : Claire Anantharaman-Delaroche, Nigel Hig-
son, Paul Jolissaint, Gennadi Kasparov, Florence Lecomte, Roger Plymen, Jean Re-
nault, Georges Skandalis, Jean-Louis Tu.



841-03

1. LA PROPRIETE DE HAAGERUP

1.1. Action par isométries affines sur un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert affine, c’est-a-dire un espace affine associé & un espace
de Hilbert (réel ou complexe). Soit G un groupe dénombrable. On suppose que H
est muni d'une action de G par isométries affines, c’est-a-dire un homomorphisme de
G dans le groupe des isométries affines de H. 1l est utile de noter le fait suivant :

Lemme.— Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) 4l existe un point de H fize par G ;

(ii) toute orbite est bornée ;

(iii) i existe une orbite bornée.

La seule assertion non triviale est que (iii) implique (i). Voir dans [HV] une jolie
démonstration (due & Serre) basée sur le théoréme de la médiane.

Les actions de G par isométries affines sur des espaces de Hilbert sont reliées & la
1-cohomologie des représentations unitaires de G. Soit en effet 7 une représentation
unitaire de G dans un espace de Hilbert H,. La 1-cohomologie de G & valeurs dans
cette représentation est par définition le quotient

HYG,n) = Z'(G,m)/B"(G,m)

ott Z}(G, 7) est I’espace vectoriel des applications b : G — H,, vérifiant la relation de
cocycle b(gg’') = b(g) + n(g)b(g’), et BY(G,n) le sous-espace vectoriel constitué des
b:G — Hy de la forme b(g) = n(g9)§ — & ou € € Hy.

Si b est un élément de Z'(G, ), on définit une action de G par isométries affines
sur ’espace de Hilbert H, en posant pour g € G et £ € Hy,

g.£ = m(g)€ + b(g)-

Cette action admet un point fixe si et seulement si b € B1(G, ).
Notons que le lemme ci-dessus a la conséquence suivante :

COROLLAIRE.— Soit b € ZY(G,x) ot 7 est unitaire. Alors b € BY(G,n) si et
seulement si b est borné, c’est-d-dire sup, ||b(g)|| < oo.

Réciproquement, toute action de G par isométries affines sur un espace de Hilbert
donne lieu & une classe de 1-cohomologie, qui est triviale si et seulement si ’action
admet un point fixe.
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On s'intéressera plutdt par la suite & des actions par isométries affines qui n’ont
pas de point fixe.

DEFINITION.— On dit qu’une ection de G par isomélries affines sur un espace de
Hilbert est métriquement propre si quelles que soient les parties bornées B, et By de
H, Uensemble des g € G tels que g(B,) N By # 0 est fini.

Cela équivaut & dire que pour tout z € H (ou pour un z € H), |lgz — z|| = oo
quand g — o0o. En termes de 1-cocycle, cela se traduit par le fait que b € Z'(G, )
est propre : limg_, ||b(g)|| = oo.

Si le groupe G est infini, une telle action n’a pas de point fixe.

Remarque.— On peut caractériser les fonctions sur G qui sont de la forme g — ||b(g)]|2
pour un certain b € Z!(G, ) avec = unitaire. Ce sont les fonctions ¢ & valeurs réelles
telles que pour tous gi,...,gn € G et tous Ay,...,An € C vérifiant 3 X; =0, on a

> Midjelgitgs) 0.

ij

Ces fonctions sont dites conditionnellement de type négatif (cf. [HV]).

1.2. Propriétés de Kazhdan et de Haagerup.

Soit G un groupe dénombrable.

DEFINITION.— On dit que G a la propriété de Kazhdan ou propriété T s’il satisfait
les propriétés équivalentes suivantes :

(i) toute action de G par isométries affines sur un espace de Hilbert admet un
point fize ;

(ii) pour toute représentation unitaire m de G, H*(G,n) =0;

(ii’) pour toute représentation unitaire m de G, tout 1-cocycle b € Z'(G,n) est
borné ;

(iii) toute fonction conditionnellement de type négatif sur G est bornée.

DEFINITION.— On dit que G a la propriété de Haagerup s’il satisfait les propriétés
équivalentes suivanies :

(i) 4l eziste une action de G par isométries affines sur un espace de Hilbert qui
est métriqguement propre ;

(ii) ! existe une représentation unitaire = de G, et un 1-cocycle b € Z(G, ) qui
est propre ;

(iii) 4 existe une fonction conditionnellement de type négatif sur G qui est propre.
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Un groupe infini ne saurait étre & la fois de Kazhdan et de Haagerup. Mieux:

PROPOSITION.— Si G vérifie la propriété de Haagerup, aucun de ses sous-groupes
infinis ne posséde la propriété de Kazhdan.

Notons que la propriété de Haagerup est stable par passage aux sous-groupes et
par produits directs. Il n’en est pas de méme pour les produits semi-directs. Ainsi,
le produit semi-direct G de Z2 par SLy(Z) n’a pas la propriété de Haagerup car la
paire (G, Z?) a la propriété (T) relative (cf. [HV]). Ce groupe fournit également un
contre-exemple & la réciproque de la proposition ci-dessus. Voir [Jo] et {JIV].

Remarque.— Le fait que les groupes libres vérifient la propriété de Haagerup apparait
chez U. Haagerup [Ha] en 1978. Cette propriété est définie et étudiée par C. Akeman
et M. Walter [AW] en 1981 (propriétés équivalentes 3A et 3B) et M. Choda [Ch]
en 1983 (propriété (H)). En 1983 A. Connes a posé la question du lien entre cette
propriété et la K-théorie des C*-algébres de groupes. Ce lien apparait dans le calcul
de la K-théorie des groupes agissant sur les arbres ([JV],[Pi]). En 1992 M. Gromov
[Gro] a popularisé cette propriété sous le nom d’a-T-menability. C’est sous le nom
de propriété d’approximation de Haagerup qu’elle a été étudiée dans les années 90 en
lien avec la théorie des algebres de von Neumann [A-D][Rol][Jo].

1.3. Vecteurs presque invariants

DEFINITION.— On dit qu’une représentation unitaire © de G a presque des vecteurs
tnvariants si pour tout € > 0 et toute partie finie I de G, il existe un vecteur unitaire
§ € Hy tel que pour tout g € F, ||n(g)¢ — €| < e.

Rappelons les deux faits suivants :

(i) Le groupe G est moyennable si et seulement si la représentation réguliére
gauche a presque des vecteurs invariants. Voir par exemple [P] ou [Dil.

(ii) Le groupe G a la propriété de Kazhdan si et seulement si toute représentation
unitaire admettant presque des vecteurs invariants admet un vecteur fixe non nul.
Ceci est en fait la définition originale de [Kazh] et [DK]. Pour ’équivalence des deux
définitions, due & Guichardet et Delorme, voir [HV].

PROPOSITION (P. Jolissaint [Jo]).— Le groupe G a la propriété de Haagerup si et
seulement s’il admet une représentation unitaire w vérifiant les propriétés suivantes :

(i) m a presque des vecteurs invariants ;
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(ii) les coefficients de w (c’est-d-dire les fonctions g v (m(g)€,&)) tendent vers
zéro 4 linfini.
Démontrons que (i) et (ii) impliquent Haagerup. Soit Fi une famille croissante ex-
haustive de parties finies de G. Fixons des suites de réels positifs €, tendant vers zéro
et oy tendant vers l'infini, avec ), afe? < oo. Par I'hypothése (i) on a une suite de
vecteurs unitaires £ de H, tels que pour tout g € F, ||n(g)éx — &k|| < €x. On prend
alors la somme d’une infinité dénombrable de copies de =, et on définit le cocycle

b(9) = P ar(m(9)éx — &).
k

Montrons que I’ensemble des g € G tels que ||b(g)]] < R est fini. Pour un tel g,
on a agllm(g)éx — €| < R pour tout k. En choisissant k tel que o > R, on a
|w(g)éx — &x]] < 1. Or ceci ne se produit que pour un nombre fini de g € G puisque

7 (9)&k — &xll* = 2(1 — (n(9)&k. &) — 2

quand g — 00, les coefficients de = tendant vers zéro par I’hypothese (ii).

L’énoncé suivant, dii & B. Bekka, P.-A. Chérix et A. Valette [BChV], répond & une
question de Gromov. C’est une conséquence de la partie de la proposition démontrée
ci-dessus.

COROLLAIRE.— S5i le groupe G est moyennable, il posséde la propriété de Haagerup.

En effet, la représentation réguliere gauche satisfait toujours la condition (ii) de
la proposition.

1.4. Exemples de groupes ayant la propriété de Haagerup

Les exemples ci-dessous entrent dans le cadre général suivant.

PROPOSITION.— Soit X un espace localement compact muni d’une action propre
de G, et H un espace de Hilbert muni d’une représentation unitaire =. On suppose
gu’on a une application c : X x X — H vérifiant les relations de cocycle et de G-
équivariance :

e(z,y) + c(y, 2) = oz, 2)

c(gz, gy) = n(g)c(z, y)

pour z,y,z € X,g € G. Alors, pour tout o € X, b(g9) = c(zo, gz0) est un I-cocycle
sur G & valeur dans (H,w). Si en outre la fonction ¢(z,y) = ||c(z,y)||* vérifie
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lim; o0 (2, y) = 00 pour tout y € X, alors le cocycle b est propre et G a la propriété
de Haagerup.

Ezemple 1.4.1 : arbres

Soient G un groupe agissant sur un arbre, S I’ensemble des sommets de I'arbre
et A ’ensemble des arétes orientées. Considérons 1'espace de Hilbert des fonctions de
carré intégrable sur A qui sont telles que f(—a) = —f(a) pour @ € A ou —a est 'aréte
a munie de ’orientation opposée. Pour a € A, on note §, 1’élément de H qui vaut 1
sur a, —1 sur —a et 0 ailleurs. H est naturellement muni d’une représentation = de
G.

On définit alors pour z,y € S 'élément

C(.’B, y) = Z ba

[z,4]

ou la somme est étendue aux arétes a situées sur I'unique segment joignant = & y, et
orientées dans le méme sens. Alors ¢c: § x S — H vérifie les propriétés de cocycle et
d’équivariance. En outre on a |jc(z, )| = d(z, y), la distance de z & y, ce qui montre
la propreté. Ceci démontre le résultat suivant (cf. [Ha)[W][Al][JV]).

THEOREME.— Si G agit sur un arbre avec des stabilisateurs de sommets et d’aréles
finis, alors G posséde la propriété de Haagerup.

Par la théorie de Bass-Serre [Se], ces groupes sont les groupes fondamentaux de
graphes de groupes finis. Pour des graphes finis, on obtient exactement les groupes
contenant un groupe libre d’indice fini. Les exemples classiques en sont les groupes
libres, les produits libres ou amalgamés de groupes finis, les extensions HNN de
groupes finis. On peut d’ailleurs montrer [JJV] que si un graphe de groupe a des
groupes de sommets ayant la propriété de Haagerup et des groupes d’arétes finis,
alors son groupe fondamental a la propriété de Haagerup.

Ezxemple 1.4.2 : groupes de Cozeter

Soit £ un complexe de Coxeter [T]. On note Ch(X) et Rac(X) respectivement
'ensemble des chambres et des racines de X. Soit d(C,C’) la distance entre deux
chambres C et C’ définie au moyen des galeries. D’apres [T}, proposition 2.22, d(C, C’)
est égal au nombre de racines contenant C et non C’. On fait alors la méme cons-
truction que pour les arbres, en remplacant sommets de I'arbre par chambres et
arétes par racines. Soit H l'espace de Hilbert des fonctions £2 sur Rac(Z) telles que
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J(=R) = —f(R) ou —R est la racine opposée. On définit v(C,C’) = Y 6r ol la
somme est étendue aux racines contenant C et non C’. C’est un cocycle a valeurs dans
H et 'on a ||7(C,C")||?> = d(C,C’). D'ot le résultat suivant, démontré par Bozejko,
Januszkievicz et Spatzier [BJS] :

THEOREME.— Les groupes de Cozeter vérifient la propriété de Haagerup.

Exemple 1.4.3 : complexes cubiques CAT(0)

11 est clair que si les ensembles X; et X, et les espaces de Hilbert Hy et Hj
vérifient les hypotheses de la proposition du début de ce paragraphe, alors il en est
de méme du produit X; x X5 et de ’espace de Hilbert H; & H;. On voit ainsi qu'un
groupe agissant proprement sur un produit fini d’arbres a la propriété de Haagerup.
Ceci s’applique par exemple aux groupes I'y, , construits par Burger et Mozes [BM]
qui sont simples, sans torsion et de présentation finie. Ils agissent proprement sur des
produits de deux arbres homogénes et ont donc la propriété de Haagerup.

Un produit d’arbres est en fait un cas particulier de complexe cubique satisfaisant
la propriété CAT(0). Un complexe cubique est un complexe polyédral dont les cellules
sont des cubes unités de ’espace euclidien R"®. Un tel complexe peut étre muni
d'une distance géodésique complete. Cet espace métrique vérifie la condition CAT'(0)
(c.a.d. se comporte comme une variété de Cartan-Hadamard) si et seulement s’il est
simplement connexe et satisfait une certaine condition combinatoire locale de courbure
négative (cf [Gr]).

THEOREME.— Si G agit proprement sur un complexe cubique vérifiant la propriété
CAT(0), alors G a la propriété de Haagerup.

La démonstration, basée sur la méme idée qu’en 1.3.1 ou 1.3.2, est due & Niblo
et Reeves [NR]. Ce sont les hyperplans qui jouent ici le réle des arétes d’un arbre ou
des racines d’un complexe de Coxeter. Les hyperplans d’un cbmplexe cubique sont
les sous-complexes obtenus en recollant des hyperplans médians de cubes. Sageev
[Sa] a montré que si un complexe cubique X est CAT(0), les hyperplans de X sont
totalement géodésiques et séparent X en deux composantes connexes. En outre,
le nombre d’hyperplans séparant x et y est égal & la distance de £ & y sur le 1-
squelette de X. On procéde alors exactement comme précédemment pour construire
sur I’ensemble des sommets de X un cocycle G-invariant et propre & valeurs dans
I'espace €2 de 1’ensemble des hyperplans de X.

Signalons enfin que dans le cas de la dimension 2, Ballmann et Swigtkowski [BS)
ont généralisé ce résultat & certains complexes polygonaux C AT(0).
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Ezemple 1.4.4 : espaces hyperboliques réels et complezes

Le résultat suivant est dii 4 Faraut et Harzallah [FH] :

THEOREME.— Si G agit proprement par isomélries sur l’espace hyperbolique réel ou
complexe, ou sur un produit de tels espaces, alors G a la propriété de Haagerup.

En revanche, si G agit proprement et cocompactement sur 1’espace hyperbolique
quaternionien, ou sur le plan hyperbolique sur les octaves de Cayley, G a la propriété
de Kazhdan (cf. [HV]).

La démonstration de Faraut et Harzallah (¢f. [FH] ou [HV]) repose sur I'analyse
des noyaux conditionnellement de type négatif. Robertson [Ro2] a donné une cons-
truction plus géométrique, utilisant les hyperplans de I’espace hyperbolique réel, dans
'esprit des exemples précédents. Elle ne marche cependant pas pour I’espace hyper-
bolique complexe. Nous donnons ci-dessous une autre démonstration, inspirée de la
théorie des représentations des groupes de Lie simples de rang 1.

Soit X un espace riemannien symétrique non compact de rang 1, et G un groupe
agissant proprement par isométries sur X. L’action de GG se prolonge en une action
par difféomorphismes sur la sphére X, le bord de X.

On considere la représentation m de G dans l'espace vectoriel E des formes
différentielles sur 3X de degré maximal et d'intégrale nulle. On a un l-cocycle G-
invariant ¢ : X x X — FE défini par ¢(z,y) = py ~ y; olt pour z € X on désigne
par u, la mesure de masse 1 obtenue en transportant sur X la forme volume sur la
sphére unité en z par 1’application visuelle.

Fixons g € X. On définit le noyau f,, sur 8X x 8X privé de la diagonale par
le produit scalaire de Gromov: "

fz(z,w) = lim(d(Z’,w'") — d(’, ) — d(v’, 7))
ou 2’ € X tend vers z € 8X, et w' € X tend vers w € 8X.

PROPOSITION.— Pour v € E Uintégrale
a(v) = / Frolzs W (2)0(w)
OXx8X

eziste et est indépendante du choixz de xo. Elle définit une forme quadratique G-
invariante sur E. En outre,

q(c(z,y)) = p(d(z,y)
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ou ¢ est une application propre de [0, +oo[ dans lui-méme.

La spécificité des cas réel et complexe apparait dans le fait suivant :

Lemme.— Si X est un espace hyperbolique réel ou complexe, la forme quadratique g
est positive.

Démonstration.— Dans le modle de la boule unité de K™ (K = R ou C) avec
z =0, on a (avec (z,w) = }_ Zw;)

o0

folzw) =log[l - (zw)| = 3 i—?R(z,w)k

k=1

oil les noyaux R(z, w)* sont de type positifs.

On considére ’espace de Hilbert H séparé complété de E pour ¢g. On note encore
7 la représentation unitaire de G dans H et c le cocycle X x X — H. La proposition
qui ouvre le paragraphe 1.4 montre alors que G a la propriété de Haagerup.

Exzemple 1.4.5 : SLy sur un corps global

Pour ne pas alourdir les notations, considérons le groupe G = SL3(Q). On peut
envoyer G d’une part dans SL2(R) qui agit dans le plan hyperbolique, d’autre part
pour chaque nombre premier p, dans SLy(Q,) qui agit sur un arbre. On obtient
ainsi en combinant les exemples 1.4.4 et 1.4.1 des représentations unitaires dans des
espaces de Hilbert H, et Hp, et des 1-cocycles by et by. La fonction définie sur
SL2(Qp) par g — ||bp(g)]|* est & valeurs entidres et s’annule exactement sur le sous-
groupe SLy(Z,). On en déduit facilement que le 1-cocycle by, @ &, pbp & valeurs
dans Ho @ @p H,, est propre. Plus généralement,

PROPbSITION.— Soit K un corps global, c’est-a-dire une extension finie de Q ou
de F,(X). Alors SLy(K) a la propriété de Haagerup.
2. LES C*-ALGEBRES DE GROUPES ET LEUR K-THEORIE

2.1 C*-algébres

On appelle algébre involutive une C-algébre munie d'un anti-automorphisme anti-
linéaire et involutif, que ’'on note x — x*.
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PROPOSITION.— Soit A une algébre involutive. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) A est isomorphe (comme algébre involutive) ¢ une sous-algébre fermée invo-
lutive de B(H) ;

(ii) il existe une norme sur A qui fait de la C-algébre A une algébre de Banach,
et qui est lie & Dinvolution par la relation ||zz*|| = ||z||* pour tout x € A.

Une telle algébre involutive est appelée C*-algébre [Di][P], ou chez certains au-
teurs algébre stellaire (voir par exemple [Bo]). Remarquons que la norme de la con-
dition (ii) est alors unique. Elle est en effet donnée par la formule |z| = p(mx*)l/ 2
ol p est le rayon spectral.

Ezxemples

(i) Si X est un espace localement compact, on note Co(X) la C*-algébre des
fonctions continues nulles & l'infini sur X. La norme est celle de la convergence
uniforme. Quand X est compact, on note plus simplement cette algébre C(X).

(ii) Soit G un groupe dénombrable. Soit CG l'alggbre du groupe G sur le corps
des complexes. C’est une algebre involutive. Toute représentation unitaire m de G
dans un espace de Hilbert H, s’étend en un homomorphisme d’algébre involutive
CG — B(H;), encore noté .

DEFINITION.— La C*-algébre de G, notée C*G (ou encore Ch,G) est la complétée
de CG pour la norme

lall = sup llw(a) |
ot la borne supérieure est prise sur toutes les représentations unitaires = de G.

DEFINITION.— La C*-algébre réduite de G, notée C;G (ou encore Ct,G), est la
complétée de CG pour la norme |la|lr = ||M(a)llsze) o2 A est la représentation
réguliére gauche de G dans £2G.

On a un morphisme canonique A : C*G — C;G.

(iii) Soit A est une C*-algébre munie d’une action o du groupe G par automor-
phismes. On considére 1’algébre involutive AG, ol le produit est “tordu” par I’action
de G dans A : c’est le produit croisé algébriqgue de A par G. On définit comme en (ii)
par complétion de AG le produit croisé C*(G, A) et le produit croisé réduit C}(G, A),
ainsi qu'un morphisme A4 : C*(G, A) — C}(G, A). Voir [Pe] pour plus de détails.
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(iv) Soit B une C*-algtbre et E un C*-module sur B (voir [Bl]). L’algébre
k(E) des opérateurs B-compacts de E est une C*-algébre, dont la C*-algébre des
multiplicateurs (cf. [P]) est 'algébre B(F) des opérateurs de E possédant un adjoint
(opérateurs dits B-bornés).

2.2. K-théorie topologique des C*-algébres

- Soit A une C*-algébre. On note K;(A) le i-itme groupe de K-théorie topologique
de A. Rappelons que si A est muni d’une unité, Ko(A) est le K algébrique de ’anneau
‘A, c’est-d-dire le groupe de Grothendieck du monoide des A-modules projectifs de
type fini, et que pour ¢ > 1, K;(A) = m;_1(GLx(A)) ot GLy(A) est le groupe
topologique im GL,(A). Si A n’a pas d'unité, K;(A) = kere, ot A est I'algtbre
obtenue en adjoignant une unité & A, et £ le morphisme d’augmentation A — C.

Pour chaque i, K; définit un foncteur covariant de la catégorie des C*-algdbres
vers celle des groupes abéliens. On a en fait la périodicité de Bott : K;.o(A) est
canoniquement isomorphe & K;(A). On désigne par K,.(A) le groupe abélien Z/2-
gradué Ko(A) & K, (A).

La K-théorie topologique des C*-algébres vérifie les propriétés d’excision, d’inva-
riance par homotopie et de stabilité (¢f. par exemple [Bl] ou [WO])).

La K-théorie des C*-algébres permet de généraliser la théorie de l’indice des
opérateurs de Fredholm. Rappelons qu’un opérateur borné T' d’un espace de Hilbert
dans un autre est de Fredholm s’il est inversible modulo les opérateurs compacts, et
que son indice est ind T = dimker T' — dim coker T'. Si B est une C*-algébre, soit T
un opérateur B-borné d’un C*-module Ey vers un C*-module E;. On dit que T est
B-Fredholm s'il est inversible modulo les opérateurs B-compacts. Quitte & perturber
T par un opérateur B-compact, on peut supposer que le noyau et le conoyau de T
sont des madules projectifs de type fini sur B (¢f. [WO]). On définit I'indice de T
comme ’élément de Ky(B)

ind T’ = [ker T] — [coker T).

Si T' est un opérateur B-borné d’un C*-module dans lui-méme, qui est de carré un
modulo les opérateurs B-compacts, on définit de méme 'indice impair de T, qui est
un élément de K1(B).

2.3. K-théarie et représentation réguliére gauche

Soit A le morphisme de C*G dans C!G défini par la representatlon réguliére
gauche. Rappelons d’abord un résultat classique [P].
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PROPOSITION.— Le groupe G est moyennable si et seulement si A est un isomor-
phisme.

En revanche, si G a la propriété (T'), la représentation triviale est un point isolé
du dual de G pour la topologie de Fell. La C*-algébre de G s’écrit alors comme
somme directe C*G = Ce @ J ol e est un idempotent autoadjoint et J le noyau de
I’homomorphisme C*G — C donné par la représentation triviale. Si en outre G est
infini, alors G n’est pas moyennable et A(e) = 0. On en déduit :

PROPOSITION.— 5% G est un groupe de Kazhdan infini, ’homomorphisme
As : Ko(C*G) — Ko(C; Q)
n'est pas injectif. Plus précisément son noyau contient un facteur direct isomorphe
¢ Z.
J. Cuntz a montré que si G est un groupe libre, A, : K.(C*G) — K,(C;G) est un

isomorphisme. Plus généralement, on a le résultat suivant, contenu dans le théoréme
de Higson et Kasparov :

THEOREME.— 5i G posséde la propriété de Haagerup, alors
M K J(C*G) = K.(CrG)

est un isomorphisme.

3. LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES

Soit G un groupe dénombrable.

3.1. Actions propres.

Soit X un espace topologique localement compaet muni d’une action de G par
homéomorphismes. On dit que cette action est propre, ou encore que X est un G-
espace propre si quelles que soient les parties compactes C) et Cz de X, ’ensemble
des g € G tels que g(C) N C soit non vide est fini. Plus généralement :

DEFINITION.— Soit X un G-espace topologique métrisable. On dit que X est propre
si, pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert G-invariant U de z, un sous-groupe
fini H de G et une application continue G-équivariante ¢ : U — G/H.
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Lorsque X est localement compact, cette définition est équivalente & la précé-
dente. Si X est un G-espace propre, les stabilisateurs des points sont des sous-groupes
finis de G, et le quotient X/G est séparé.

3.2, Classifiant des actions propres

On dit qu'un G-espace propre Z est universel si pour tout G-espace propre X,
il existe une application continue G-équivariante de X dans Z, unique & homotopie
G-équivariante pres.

PROPOSITION.— Il existe un G-espace propre universel, unique & équivalence
d’homotapie G-équivariante prés.

Démonstration.— L’unicité résulte formellement de la définition ; I’existence s’ob-
tient en construisant un polyédre de Rips infini, c’est-a-dire ’ensemble Py, (G) des
barycentres d’un nombre fini d’éléments de G & coefficients positifs.

On appelle classifiant des actions propres de G, et on note £G, un G-espace
propre universel & équivalence d’homotopie G-équivariante prés. Remarquons que si
G est fini, on peut prendre pour £G un point. A l'opposé, si G est sans torsion, on
peut prendre EG = EG le revétement universel du classifiant BG de G (lui-méme
défini & équivalence d’homatopie pres).

Notons que dés que G est infini, la réalisation P, (G) de £G n’est pas localement
compacte. Mais pour de nombreux groupes que 1'on rencontre en géométrie et en
topologie, on peut remplacer Py, (G) par un complexe de Rips de dimension finie
P4(G) ou 'on ne retient que les simplexes construits sur les parties de G' de diametre
borné par un nombre d (pour la métrique définie par un systéme de générateurs). Clest
possible par exemple lorsque G est hyperbolique au sens de Gromov (c¢f. [CDP)).

Dans beaucoup de situations classiques, on sait fabriquer directement un repré-
sentant de dimension finie de £G. Si G agit proprement par isométries sur une variété
riemannienne M, simplement connexe, & courbure sectionnelle négative ou nulle, on
peut prendre £G = M, En particulier, si G est un sous-groupe discret d’un groupe
de Lie semi-simple connexe, £G est 1'espace riemannien symétrique correspondant, Si
G est un sous-groupe discret d’un groupe algébrique semi-simple défini sur un corps
local non archimédien, I'immeuble de type affine correspondant est un classifiant des
actions propres.

On verra au chapitre 4 une réalisation localement compacte (de dimension infinie)
de £G lorsque G a la propriété de Haagerup.
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3.3. Théorie de I’indice G-équivariant

Un opérateur elliptique sur une variété compacte est un opérateur de Fred-
holm. S'il est invariant par un groupe fini G agissant sur la variété, il a un in-
dice G-équivariant qui est un élément du groupe R(G) des différences formelles de
représentations de dimensions finies de G. Supposons maintenant la variété non com-
pacte, munie d’une action propre & quotient compact d’un groupe dénombrable G. Un
opérateur elliptique G-invariant a un G-indice qui est un élément de X, o(C*G). (cf.
[KO][K4]). Selon I'idée d’Atiyah [At], on va maintenant définir une notion d’opérateur
elliptique G-invariant abstrait (cf. [K3][K6]).

On appelle G-espace de Hilbert un espace de Hilbert H muni d’une représen-
tation unitaire de G, et G — C*-algébre une C*-algébre munie d’une action de G
par automorphismes. Une représentation covariante d'une G — C*-algébre A est un
homomorphisme G-équivariant v de A dans B(H) ott H est un G-espace de Hilbert.

DEFINITION.— Etant données deus représentations covariantes (Ho,mo) et (Hy, 1)
de Co(X), on appelle G-opérateur elliptique de Hy dans H; un opérateur borné G-
équivariant de Hy dans Hy vérifiant :

(i) pour tout f € Co(X), les opérateurs Fmo(f) — m1(f)F, 7o(f)(1 — F*F) et
m1(f)(1 — FF*) sont compacts

(ii) F envoie le sous-espace mo(C(X))Ho dans m; (Ce(X))H, .

Soit X un G-espace propre tel que le quotient X /G soit compact.

DEFINITION.— Un cycle pair de K -homologie G-équivariante de X est la donnée
de deuz représentations covariantes de Co(X) et d'un G-opérateur elliptique de l'un
dans lautre. Un cycle impair de K-homologie G-équivariante de X est la donnée
d’une représentation covariante de Co(X) et d'un G-opérateur elliptique autoadjoint
de cette représentation dans elle-méme.

En utilisant la notion de champ continu d’espaces de Hilbert, G. Kasparov définit
une notion d’homotopie de cycle pair (resp. impair) de K. -homologie. L’ensemble des
classes d’homotopie est noté K (X) (resp. KF(X)), c’est un groupe pour I'addition
obtenue en faisant la somme directe des cycles.

On va associer & toute représentation covariante (H, ) de Co(X) un C*-module
E sur C*G. Pour cela on considére sur I'espace m(C.(X))H le produit scalaire suivant
a valeurs dans CG:

<&n>=) (€9n).9

geG
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. ol la somme est finie parce que I'action est propre.

PROPOSITION.— Ce produit scalaire ainsi défini est positif a valeurs dans C*G et
le complété E de m(Co(X))H est un C*-module sur C*G. Si F est un G-opérateur
* elliptique de (Ho,mo) dans (Hy,m), alors F définit un opérateur borné F de Ep dans
E) et les opérateurs 1 — F*F et 1 — FF* sont C*G-compacts.
En particulier, un cycle pair (resp. impair) de K- -homologie a un indice qui est
un élément de Ko(C*G) (resp. K1(C*G)). Ceci définit une a.pphcatlon indg,x :
KZ(X) - K.(C*G).

3.4. Interprétation en K K- ou E-théories

Donnons maintenant une autre description de Papplication indg, x, en termes
des foncteurs bivariants KK (cf. [K2][K3]) et E (¢f. [CH|[GHT]). La K-homologie
G-équivariante d'un G-espace propre a quotient compact X peut encore s’écrire

KZ(X) = KKg(Co(X), C) = E&(Co(X), C).
En utilisant (au choix) I'un des foncteurs de descente,
KKg(4,B) — KK(C*(G,A),C*(G, B))

EG(A’ B) - E(C*(Gv A), C*(G! B))

on \}oit qu'un élémel;t de K&(X) définit un homorphisme de groupes
K.(C*(G,Co(X)) = K.(C*G).

Si G est sans torsion, I'algebre C*(G, Cp(X)) est équivalente au sens de Morita 3
l'algébre commutative C(X/G) dont le K est muni d’un élément particulier corres-
‘pondant au fibré trivial. En général, pour un G-espace propre X 3 quotient compact,
on définit un élément px € Ko(C*(G,Cy(X))) de la facon suivante. Considérons
Palgébre Cc(X) des fonctions & support compact sur X, et soit 4 = C. «(X)G son
- produit croisé algébrique par G. On munit naturellement Cc(X) d’une structure de
A-module & droite, noté M.

Lemme.— Le module M est un module projectif de type fini sur A qui définit un
élément de Ko(A).

Notons px I'image de ce dernier dans Ko(C*(G, OO(X )
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Si a est un élément de KZ(X), ’homomorphisme Ko(C*(G, Co(X))) — Ki(C*G)
qu’il définit envoie I'élément ux sur un élément de K;(C*G) qui n’est autre que
1'élément indg x(c) de la proposition du paragraphe 3.3.

3.5. Application de Baum-Connes

Les applications indg,x : K¢(X) — K.(C*@) sont définies pour tout G-espace
propre X & quotient compact. Pour généraliser & des G-espaces propres arbitraires,
on note que X — KE(X) est un foncteur pour les applications propres G-invariantes,
compatible avec les applications indg x. Si Y est un G-espace propre, on définit
KSG(Y) comme la limite inductive des K¢(X) pour les parties X de Y telles que
X/@G soit compacte. On a alors une application :

indgy : KS(Y) — K.(C*G).

Les applications indg y se factorisent & travers celle associée au classifiant des
actions propres £G, dite application de Baum-Connes,

1 KG(EG) - K.(C*G).

Pour des raisons qui apparaitront plus loin, Baum et Connes introduisent sa composée
tr = Ay op avec ’homomorphisme A : C*G — C}G. On considére donc le diagramme
commutatif suivant :

K.(C*G)

KS(EG) ———— K.(C:G)

Baum et Connes ont proposé la conjecture suivante (cf. [BCO0,1,2][BCH]) :
Conjecture.— L’application
pr : KJ(EG) — K.(C}G)

est un isomorphisme.
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Remarque.— Si A est une G — C*-algébre, on pose K& (£G; A) = lim KK%(Co(2), A),
et la construction du paragraphe s’étend immédiatement pour définir une application
de Baum-Connes & coefficients dans A,

pa: KZ(£G; A) = K.(C*(G, 4)).

Baum et Connes conjecturent que sa composée i, 4 avec A4, : K.(C*(G,A4)) —
K.(C*(G, A)) est un isomorphisme. '

3.6. Statut de la conjecture de Baum-Connes

La situation est trés différente pour I'injectivité, qui est démontrée pour une trés
grande classe de groupes, et la surjectivité qui n'est jusqu’a présent connue que pour
des groupes trés particuliers.

1) L'injectivité est vérifiée dés que 'on peut donner une bonne réalisation géo-
métrique du classifiant des actions propres £G. C'est le cas en particulier pour les
groupes fondamentaux de variétés riemanniennes compactes & courbure sectionnelle
négative ou nulle ; pour les sous-groupes discrets de groupes de Lie connexes ; pour les
sous-groupes discrets de groupes semi-simples sur des corps locaux non archimédiens ;
pour les sous-groupes de type fini de groupes semi-simples sur des corps globaux ; pour
les groupes hyperboliques au sens de Gromov, ou méme boliques au sens de Kasparov
et Skandalis. (¢f. [K3|[K6][KS1][KS2]).

2) Alors que linjectivité de u, implique celle de g, il n’en est pas de ménie pour
la surjectivité. 11 existe en fait de nombreux groupes pour lesquel x n’est pas surjectif.
Soit, par exemple G un réseau (c’est-a-dire un sous-groupe discret, de covolume fini)
dans un groupe de Lie semi-simple non compact dont I'algtbre de Lie ne contient
aucun facteur so(n, 1) ou su(n,1) (n > 2). Alors G satisfait la propriété de Kazhdan
ou propriété (T). Comme on I'a vu au paragraphe 2.3, il en résulte que

A Ko(C*G) — Ko(C*G)

n’est pas injective. Comme par ailleurs u, est injective, on voit que i ne saurait étre
surjective. La difficulté de la question de la surjectivité est donc dans la distinction
entre C;G et C*G : on voudrait montrer que u, est surjective, alors que u ne l’est
pas.

3) Soit maintenant G un réseau dans un groupe de Lie semi-simple dont P’algébre
de Lie est somme directe de facteurs so(n,1) ou su(n,1) (n > 2). Alors on peut
montrer [K5] [JK] que non seulement p,., mais aussi 4 et A, sont des isomorphismes.
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Mais comme G a alors la propriété de Haagerup, cela résulte maintenant du théoréme
de N. Higson et G. Kasparov [HK] qui va faire 'objet de la suite, et qui répond & une
question posée par M. Gromov ([FRR], page 67, problémes 3 et 5).

THEOREME.— Soit G un groupe dénombrable ayant la propriété de Haagerup. Alors
dans le triangle commutatif

K.(C"G)

KC(£G) > K.(C;G)

les trois fleches sont des isomorphismes.

Un probléme ouvert est d’exhiber un exemple de groupe discret pour lequel on ait
iy bijectif mais g non surjectif. On aimerait en particulier démontrer la surjectivité
de p, pour au moins un groupe de Kazhdan discret infini. Par exemple pour un réseau
co-compact de Sp(n,1) (n = 2), ou encore pour SL(n,Z) (n > 3).

4. QUELQUES C*-ALGEBRES ASSOCIEES A UN ESPACE DE HILBERT AFFINE
REEL
Les constructions faites dans ce chapitre sont le point crucial de la démonstration

du théoréme de N. Higson et G. Kasparov [HK][HKT]. Notre présentation s'inspire
souvent plutét du travail de J.-L. Tu [Tu2].

4.1. Déformation d’un espace affine

Soit k un corps commutatif, V5 un k-espace vectoriel et V' un espace affine sur V4.
On associe canoniquement & V un k-espace vectoriel E et une forme linéaire ¢ sur E
telle que V = ¢~1(1). On considére la famille d’espaces affines euclidiens V;, = ¢~1(t),
tous de méme espace vectoriel associé Vp, paramétrée par ¢ € k. On va étendre cette
famille 2 la valeur du paramétre ¢ = co dans P1(k) = k U {oo}.

L’action du groupe abélien Vj par translations sur E se prolonge en une action
projective sur le complété projectif P(E @ k) de E, triviale sur I’hyperplan P(E).
D’autre part, I'application linéaire E @ k — k2, (z,A) — (p(x),A) induit une appli-
cation de X = P(E & k) \ P(Vp) vers P!(k). Le groupe V agit sur I’espace X en
respectant cette application.
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Chaque t € P}(k) = kU {o0}), la fibre X; est donc un Vp-espace :

(1) si t € k, X; s’identifie & I'espace affine V; muni de P’action de son groupe de
translation Vj ;

(ii) si ¢t = 00, X; s’identifie & V muni de 'action triviale du groupe Vj.

4.2. Champ de C*-algtbres associé & un espace affine euclidien

Lorsque & = R, l'action du groupe abélien Vj sur 'espace localement compact
X définit une C*-algébre B(V) = C*(Vp, Co(X)). Pour chaque t € P}(R), soit de
méme By (V) = C*(Vp, Co(X:)) la C*-algtbre associée a la fibre X;.

PROPOSITION.— La C*-algébre B est l'algébre des sections continues d’un champ
continu de C*-algébres sur l’espace P*(R) de fibres By(V).

La fibre au-dessus de £ € R n’est autre que ’algébre des opérateurs compacts
sur L2(V;), alors que la fibre au-dessus de ¢ = co est ’algébre commutative Cp(V) ®
C*(Vp) = Co(V x V) des fonctions continues nulles & I'infini sur le fibré cotangent
de V.

~ Une section de I'homomorphisme d’évaluation B(V) — By (V) est donnée par
le calcul pseudo-différentiel de Weyl (voir par exemple [Sh]). A un symbole de Weyl
d’ordre négatif (z,£) — o(z,£) sur V x Vj on associe la famille des opérateurs de
Weyl sur V;, de symbole o(z, £).

Soit zp € V. Considérons P'opérateur différentiel sur V, & coefficient dans le fibré

trivial AVy.

d+d* +ext (z — 2¢) + int (z — z0)
C’est un opérateur de Weyl d’ordre 1, de symbole est o(z,£) = i(ext (€) + int (£)) +
ext (z —zo) +int (x —wo). Il est donc elliptique au sens du calcul de Weyl car le carré
de son symbole est ||£]|2 + ||z — zo|2.

On désignera par B(V) la C*-algdbre graduée B(V) ® End (AVY), et de méme
By(V) = B,(V) ® End (AVy) pour ¢ € PL(R).

Lemme.— Soit zg € V. La famille associée au symbole o ci-dessus définit un multi-
plicateur non borné D,, de B(V), qui est impair pour la graduation, autoadjoint, et
d résolvante dans B(V). En outre si z}h € V, le multiplicateur Dz, — Dmg se prolonge
en un multiplicateur borné.

COROLLAIRE.— Pour tout zg € V on a un homomorphisme de C*-algébres graduées
Co(R) — B(V), f — f(Dy,). De plus, la famille des homomorphismes f — f(sDy,)
pour s €]0, 1] définit un homomorphisme asympiotique indépendant de xzq.
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Vérifions la derniére assertion. On veut montrer que pour f € Co(R), | f(8Dz,)—
f(sDz;)|| tend vers zéro pour s — 0. 1l suffit de le faire pour les fonctions f(z) =
(z £4)~!. On a alors f(sD,,) — f(sDz) = sf(8Dz,)(Dyy — Dz,)f(sDz;) qui tend
€n norme vers zéro.

Soient maintenant deux espaces affines euclidiens V et V'. On a les identifications
B(V x V') = B(V) ® B(V’) et B(V x V') = B(V)&B(V").

PROPOSITION.— Soient xg € V' et xg € V'. Le multiplicateur non borné associé au
point (wo,a:(,) deV x V' est D(zo,xf,) = D¢o®1 + 1®D""6'

4.3. Passage a la dimension infinie

Soit H un espace de Hilbert affine réel. On considére la famille de tous les sous-
espaces affines V' de dimension finie de H, ordonnée par l'inclusion. On va définir un
systéme inductif de C*-algebres graduées indexé par cette famille.

Si V C V', soit W l'espace vectoriel orthogonal & V4 dans V3. On considére W
comme espace affine pointé par 1'élément 0 et on identifie V' 4 V x W. On définit
l’homomofphisme

Yy : Co(R)®B(V) — Co(R)®B(V')

par la composition

Co(R)®B(V) 283 Co(R)SCo(R)GB(V) L8 C)(R)GB(W)SB(V)

ol § désigne I'homomorphisme diagonal Co(R) — Co(R)QCy(R) et 9w ’homomor-
phisme Cy(R) — B(W) associé au multiplicateur non borné Dg de B(W).

PROPOSITION.— Les homomorphismes (Yv,v)vcy: définissent un systéme inductif
de C*-algébres graduées. En outre, sizg € V C V', | ‘homomorphisme Yy.v+ envoie
le multiplicateur non borné X®1 + 18D, de Co(R)QB(V) sur le multiplicateur cor-
respondant de Co(R)®B(V').
On note
A(H) = lim Co(R)®B(V).

C’est 1’algebre des sections continues d’un champ continu de C*-algébres graduées sur
PY(R), de fibres A,(H) = lim Co(R)®B,(V).

Lemme.— Si zo € H, les multiplicateurs non bornés X&1+ 18D, de Co(R)®B(V)
pour V 3 zo définissent un multiplicateur non borné de A(H) que nous noterons en-
core Dy, et qui est impair pour la graduation, autoadjoint, et & résolvante dans A(H).
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En outre, si xg € H, le multiplicateur D, — D,: se prolonge en un multiplicateur
borné.

COROLLAIRE.— Pour tout xo € H on a un homomorphisme de C*-algébres graduées
Co(R) — A(H), f v f(Dz,). De plus, la famille des homomorphismes f — f(sD.,)
pour s €)0,1] définit un homomorphisme asymptotique indépendant de zy.

4.4. Espace de Fock supersymétrique

Soit H un espace de Hilbert affine réel. Pour tout sous-espace V de dimension
finie, on note FV l'espace de Hilbert gradué L2(V)® AV} des formes différentielles de
carré intégrable sur V. Rappelons qu’avec les notations du 4.2 on a B,(V) = k(FV)
et que le multiplicateur non borné de B;(V) associé au point zo € V s'identifie &
I’opérateur non borné

Dyy =d+d" +ext (z — z0) + int (z — x0)

dans FV. C’est un opérateur de Fredholm d’indice 1, de noyau engendré par la
fonction z — e~ll=—ol*/2 gt de conoyau nul.
Pour V C V', soit W I'espace vectoriel orthogonal & V dans V’. Les isométries

FV — FV' = FVQFW

w - wQew,

olt ew : x — CweI71°/2 gst un vecteur de norme 1 dans le noyau de 'opérateur Dy
associé au point 0 de W, définissent un systéme inductif d’espaces de Hilbert.

DEFINITION.— On appelle espace de Fock supersymétrique de H l'espace de Hilbert
FH = bimFV ou la limite inductive est prise selon le systéme inductif ci-dessus.

Si G agit par isométries affines sur H, alors il agit dans 7 H par une représentation
unitaire. L'espace FH est la version supersymétrique de ’espace de Fock bosonique
considéré par A. Guichardet dans [Gui].

Si g € H, les opérateurs D, dans FV, V' > z; sont compatibles avec ce systéme
inductif et définissent donc un opérateur non borné autoadjoint D, dans FH. Cet
opérateur est & spectre discret mais n’est pas a résolvante compacte dés que H est de
dimension infinie.

Choisissons maintenant, outre 1’origine zg, un opérateur non borné @ dans Hp,
autoadjoint et a résolvante compacte. Soient W; et 8; les sous-espaces propres et les
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valeurs propres de §. L’identification de H & z¢ + €; W; induit un isomorphisme de
FH avec le produit tensoriel infini @,(FW;,ew;). On définit alors I'opérateur non
borné dans FH :
B(z0,0) = Y _ 6:(18..8Dw,&...81).
i

PROPOSITION.— L’opérateur B(xq,0) est autoadjoint d résolvante compacte. En
outre, B(zy,0) — B(xo,0) est borné si xg — xo est dans le domaine de 6.

Le point crucial est la propriété suivante relative & la perturbation de  par un
opérateur borné.

Lemme.— Soit f € Co(R). Si 0 et 8’ sont autoadjoints positifs et da résolvantes
compactes, et si @ — 0’ est borné, alors

lrg 1/ (B(o, 1 +28/)) = F(Blaa, 1+ 8))]| = 0.

Démonstration.— Il suffit de traiter le cas de f(z) = (z+4)™*. On se raméne alors
& montrer que si A = @ — @’ est borné, B(A)(1 + B(8)?)~1/2 'est aussi. Mais c’est
immédiat puisque B(6)? > D? et B(A)? < ||AJ|2D?.

4.5. Construction d’une extension par les opérateurs compacts

La clef de la démonstration du théoréme de Higson-Kasparov réside dans la
construction suivante.

Lemme.— Soit H un espace de Hilbert affine réel muni d’une action de G par iso-
métries affines. Il existe une G — C*-algébre A et un multiplicateur non borné D de
A, & résolvante dans A, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) A est Ualgébre des sections continues d’un champ continu de G — C*-algébres
sur [0, 00] dont les fibres sont

Ao =C; Ay = k(FH,) (t €]0,00[) ; Aco = Aco(H).

(ii) Soit D(t) Vimage de D par Uévaluation en t. On a D(0) = 0 et D(o0) =
D, (00) ot Dy, est le multiplicateur non borné de A(H) du lemme du 4.3 associé

un point g € H.
(iii) Les homomorphismes Co(R) — A(t), f — f(t~'D(t)) sont, pour t — oo,
asymptotiguement G-équivariants :

lim £t~ 9(D®)) - FE D) =0
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pour tout g € G.

Démonstration.— (1) Sur lintervalle ouvert ]0,00[, les G — C*-algebres k(FH,)
forment un fibré qui est trivialisé de fagon G-équivariante au moyen des isomorphismes
d’espaces affines H — H;, = — tz). On va prolonger ce fibré en un champ continu sur
[0,00]. Soit Q. (resp. Qo) I'algébre des sections bornées de ce fibré, modulo celles
qui s’annulent en oo (resp. en 0).

(2) Pour le prolonger au point oc on construit un homomorphisme G-équivariant
¥ Axo(H) — Qo de la fagon suivante :

On se fixe un opérateur non borné autoadjoint a résolvante compacte 8. Pour
tout sous-espace affine de dimension finie V' de H, tel que Vy soit contenu dans le
domaine de 8, on définit un homomorphisme de C*-algebres pour t € [1, oo,

Co(R)®B(V) — k(FH,) = k(FV)QK(FV,)

f®a — f(B(zg, 1+t~ 10y1)Ra(t)

ot 8,1 désigne la compression de § & I’espace vectoriel VL orthogonal & V; et ou
a — a(t) est ’homomorphisme d’évaluation B(V) — B,(V) = k(FV;). En utilisant
le lemme du 4.4, on montre facilement que les homomorphismes Co(R)QB(V) — Qoo
ainsi définis commutent aux applications Co(R)@B(V) — Co(R)®B(V') pour V C
V'’ définies au 4.3. Ceci définit un homomorphisme A{(H) — Qo qui se factorise, de
fagon unique, par A, d’olt I'homomorphisme % cherché.

Il reste a s’assurer que ce dernier est G-équivariant. En appliquant & nouveau le
lemme du 4.4, on vérifie cette propriété pourvu que 'opérateur @ vérifie les propriétés
suivantes : pour tout g € G,

(a) le domaine de 8 est invariant par g et g(6) — 6 est borné ;

(b) le vecteur gzg — o est dans le domaine de 6.

Lemme. — Il existe un opérateur autoadjoint d résolvante compacte vérifiant les deux

propriétés ci-dessus.

(3) Si p: est le projecteur de F H; sur le noyau de Dy, alors pour tout g € G,
llg(p:) — p:|l tend vers zéro quand ¢t — 0. Ceci définit un projecteur G-équivariant de
Palgébre Qg, qui permet de prolonger le champ de C*-algébres en 0.

(4) Le multiplicateur non borné D est défini par la famille des opérateurs non
bornés B(txg,1 + t~10) dans FH,.
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COROLLAIRE.— [l existe des éléments B € Eg(C, Ax(H)) et a € Eg(As(H),C)
tels que l'on ait

Boa=
dans Eq(C,C).

Démonstration.— Voir [CH] et [GHT) sur la E-théorie. Par le corollaire du 4.3, on a
un morphisme asymptotique Cp(R) — Ao, (H) donné par la famille des f — f(sD,,)
pour s — 0. Comme il est indépendant du choix de zy, il est G-équivariant. Il définit
donc un élément 8 de Eg(C, Ax(H)).

D’a_utre part le lemme ci-dessus définit une suite exacte G-équivariante
0 — A[0, co[— A — A(c0) — 0
d’oll aprés stabilisation G-équivariante
-0 = Co([0,00[) ® k(Hg) — ARk(Hg) — Aco(H)®k(Hg) — 0

doht une section quelconque définit un morphisme asymptotique G-équivariant de
Ao (H)®Kk(Hc) vers k(He) ou He est 1a somme d’une infinité de copies de €2G (cf.
[GHT)). Ceci définit un élément a de Eg(A(H), C).

La composée de a par B est I'élément de Eg(C,C) donné par le morphisme
asymptotique G-équivariant donné par la famille des homomorphismes Cp(R) — A(?),
f s FEIDE)) (¢ - oo).

Mais comme ’évaluation en ¢t = 0 donne ’homomorphisme G-équivariant f —
f(0), une homotopie évidente prouve que ao 8 =1 € Eg(C, C).

4.6. Espace localement compact associé & un espace de Hilbert affine

DEFINITION.— Soit Z un espace localement compact. Une Z — C*-algébre est une
C*-algébre A muni d’un homomorphisme de la C*-algébre commutative Co(Z) dans
le centre des multiplicateurs de A, tel que si f,, — 1 uniformément sur tout compact
de Z alors pour tout a € A, fna — a en norme dons A. St Z est un G-espace, on
dit que A est une (Z,G) — C*-algébre si en outre I’homomorphisme de Co(Z) dans le
cenire de A est G-équivariant.

DEFINITION.— Une G — C*-algébre A est propre s’il eriste un G-espace propre
localement compact Z tel que A soit une (Z,G) — C*-algébre.
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Lemme.— A tout espace de Hilbert affine réel on peut associer un espace localement
compact Z tel que Ao (H) soit une Z — C*-algébre.

Démonstration.— Pour chaque sous-espace affine de dimension finie V, on a un
homomorphisme Cp(V) — Bo = Co(T™*V) donné par la projection T*V — V. Ceci
définit un homomorphisme uy de Co(R)(® ® Co(V) dans le centre des multiplicateurs
de Co(R)®Boo(V), ot Co(R)©® est I'algtbre des fonctions paires sur R.

Pour V C V’, et W l'orthogonal de V dans V', 'application propre (¢,w) —
V& + [[w]? définit un homomorphisme Co(R)® — Co(R)® @ Co(W) d’out I'on
déduit selon le procédé habituel un homomorphisme

Co(R)® & Co(V) — Co(R)® & Co(V').

Ces homomorphismes forment pour V' C V' un systéme inductif compatible au
systeme inductif Yvyv: : Co(R)®B(V) — Co(R)®B(V') du 4.3 et aux homomor-
phismes uy ci-dessus.
11 en résulte que l'algebre A(H) = li_m)Co(R)é)B(V)‘ est une Z — C*-algébre ol
Z est le spectre de Gelfand de la C*-algébre commutative lim Co(R)(® ® Cy(V).
Soit G agissant par isométries affines sur H. L’espace Z est alors un G-espace.

PROPOSITION.— Si Vaction de G sur H est métriquement propre, alors l’action de
G sur Z est propre.

On le voit facilement en utilisant la réalisation suivante de Z (due & Skandalis,
¢f. [Tu2]): Z est 'ensemble H x [0,00[ muni de la topologie image réciproque de

la topologie de H,, x [0,00[ par Papplication (§,t) — (€, /[I€[|? + £2), ol H,, est
I’ensemble H muni de la topologie faible. En outre, 'action de G sur Z s’obtient en

posant pour g € G: g.(§,t) = (g.€,1).

COROLLAIRE.— Si l’action de G sur H est métriqguement propre, Ao (H) est une
G — C™*-algébre propre.

5. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME

5.1. L’homomorphisme u est un isomorphisme

Les résultats des paragraphes 4.5 et 4.6 sont résumés dans Passertion suivante.-

Lemme.— Si G a la propriété de Haagerup, alors il existe une G — C*-algébre graduée
A satisfaisant les deux propriétés suivantes :



841-27

(i) A est propre ;
(ii) &l eziste des éléments B € Eg(C, A) et « € Eg(A,C) tels que aof=1¢
E¢(C,0C).

Il suffit en effet de prendre A = A (H).

COROLLAIRE.— §i G a la propriété de Haagerup, il existe un diagramme commutatif
KJ(EG) — KZ(EG;A) — KZ(EG)
! ! l
K.(C*G) — K.(C*(G,A) — K.(C*G)

ou les fleches verticales sont des homomorphismes de Baum-Connes et ot les com-
posées de fléches horizontales valent Uidentité.

Démonstration.— Pour chaque G-espace propre X & quotient compact, les éléments
de E¢ théorie du lemme donnent par composition & droite des applications

Eg(Co(X),C) — Eg(Co(X),A) = Ea(Co(X),C)

dont la composée est l'identité. En passant & la limite inductive, on obtient des

homomorphismes
KS(EG) — KE(£G; A) - KE(EG)

de composée I'identité. D’autre part les foncteurs de descente
E¢(A,B) — E(C*(G, A),C*(G, B))
fournissent les applications
K.(C*G) — K.(C*(G,A)) = K.(C"G)

dont la composée est aussi I'identité. La construction au paragraphe 3.4 des applica-
tions de Baum-Connes rend évidente la commutativité du diagramme.

On trouve une démonstration du fait suivant soit dans [HGT), soit dans. [Tul].

PROPOSITION.— Soit G un groupe dénombrable quelconque et A une G—C*-algébre
propre. Alors Uhomomorphisme de Baum-Connes & coefficients dans A:

pa: K2 (EG; A) - K.(C*(G, A))
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est un isomorphisme.

En combinant cette proposition avec le corollaire ci-dessus, on obtient immédia-
tement une partie du résultat de Higson et Kasparov :

THEOREME.— Si G a la propriété de Haagerup,
u: KS(EQ) - K.(C*G)

est un isomorphisme.

5.2. Les homomorphismes u, et A, sont des isomorphismes

On voudrait reproduire la méme démonstration pour g,. Mais il y a un probléme
technique : contrairement & ce qui se passe en K K-théorie, on ne sait pas en général
construire des foncteurs Eg(A,B) — E(C;(G,A),C;(G,B)). On va directement
montrer que M. : K.{(C*G) — K.(C}G) est un isomorphisme.

Notons d’abord que 1’élément 3 de Eq(C, A) provient en fait d’'un élément de
KK(C, A) défini par un mutiplicateur non borné de A. Or en K K-théorie on a les
foncteurs K Kg(A, B) —» KK(C*(G, A),C*(G, B)) d’ott un homomorphisme

K.(C;G) — K.(C;(G, 4)).

D’autre part le fait que A soit propre entraine que A4 : C*(G, 4) — C(G, A) est un
isomorphisme. Donc a définit une application K, (C}(G, 4)) — K.(C*G) — K, (C’:)
telle que le diagramme

K.(C*G) — K.(C*(G,A) — K.(C*C)

! ! !
K.(CIG) —~ K.(C}G,A) — K.(C:G)

commute.

Il suffit de montrer que dans ce diagramme la composée des deux fleches horizon-
tales du bas est l'identité. Higson et Kasparov [HK] reprennent alors la démonstration
du lemme du 4.5, en remarquant qu'un morphisme asymptotique G-équivariant de
Co(R) dans une G—C*-algébre B définit un morphisme asymptotique de Co(R)Q®C*G
vers C}(G, B).

D’ou:
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THEOREME.— Si G a la propriété de Haagerup, ’homomorphisme X : C*G — C}G
induit un isomorphisme en K -théorie.

La combinaison des théorémes des paragraphes 5.1 et 5.2 n’est autre que le
théoréme de Higson et Kasparov tel que nous |’avons énoncé au paragraphe 3.6. Les
démonstrations des paragraphes 5.1 et 5.2 s’appliquent aussi au cas des homomor-
phismes de Baum-Connes & coeflicients dans une G — C*-algebre quelconque.

6. GENERALISATION AUX GROUPOIDES LOCALEMENT COMPACTS

Pour simplifier ’exposé nous avons considéré des groupes dénombrables, mu-
nis évidemment de la topologie discrete. En fait on aurait pu supposer que G est
un groupe localement compact (& base dénombrable) : par exemple un groupe de
Lie, ou un groupe algébrique défini sur un corps local ou un anneau d’adéles. Plus
généralement G peut étre un groupoide localement compact & base dénombrable muni
d’un systéme de Haar [Re]. Par exemple le groupoide d’holonomie d’un feuilletage,
pourvu qu’il soit séparé.

- Pour un tel groupoide G on définit les C*-algébres réduites et maximales (cf.
[Re)), ainsi que le classifiant des actions propres. La K K-théorie G-équivariante a été
définie dans ce cadre par P.-Y. Le Gall [LG]. On définit les applications de Baum-
Connes u et .

J.-L. Tu [Tu2] a démontré le résultat suivant :

THEOREME.— Soit G un groupoide localement compact & base dénombrable muni
d'un systéme de Haar et agissant par isométries affines sur sur un champ continu
d’espaces de Hilbert affines, alors les applications p, p, et A, sont des isomorphismes.

La méme conclusion est valable avec coefficients dans une G — C*-algébre A.
La preuve de J.-L. Tu utilise la K K-théorie au lieu de la E-théorie utilisée par Hig-
son et Kasparov, et donne ainsi des résultats plus forts. Tu obtient par exemple le
résultat suivant (également annoncé par Kasparov) qui répond & une question posée
par Connes en 1983:

THEOREME.— Soit G un groupe localement compact ayant la propriété de Haagerup,
alors G est moyennable en K-théorie. '

Voir [Cu] ou [JV] pour la définition de la K-moyennabilité. Tu a aussi un énoncé
analogue pour les groupoides.
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